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課 題 学 習 の 周 辺
- 星形正多角形を中心課題にして -
川 田 勝 彦
倉敷市立連島中学校
謙虚学習 r星形正多角形｣の周辺にあって,詐題となりうる題材を蹄査した.
r斉金比｣, rフイボナッチ赦 ｣, ｢正多角形の作図｣, r円形ビリヤード｣,
r非平面的グラフ｣, rト-ラス結び目Jなどの,数学的に興味深い題材机 生
徒にとっては未知の数学の原石となっていることが分かった｡
これらの題材をもとにして課題学習を実施すれば,数学の無題としてその良さ
や美しきを学びとり,数学に対する望ましい感度の育成が期待される｡
1.はじめに
平成元年度と2年度の2年間に,筆者は,
｢中学校赦学科における課題学習の研究｣
と題して,中学校の生徒一人ひとりに,教
学の課題研究 (自由研究)をさせるための
内容や方法等を滑べ,課題学習 r星形正多
角形｣を岡山大学附属中学校で実施したd
無題学習は,単なる課題の学習ではない｡
課題が課題を生み出し,課題を自ら学習す
ることによって,興味 ･関心を増加させ,
新しい課題の解決へと,意欲的に放り組む
ような学習でありたい0
本論文は,星形正多角形を中心として,
その周辺の鹿材例を研究したものである.
※現在は,倉敷市立半浦中学校へ勤務中C
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2.斉金比
古代ギリシャのピタゴラス学派では,下
の図の政孝を使っていたという｡この星形
正五角形をベンタクラムという｡
チ
正五角形の1辺の長さと対角線の長さの
比を育金比という｡1辺の長さを1とする
と,対角線の長さては,次のようになる｡
1+√5
2
この数てを,斉金敷という｡
東金比は,古来,調和のとれたもっとも
美しい比とされ,建築物や彫刻,芸術作品
の中に数多くみられる｡
線分を1:Tの比に分割することを,貫
金分割という｡
縦と横の比が,黄金比 1:T,およそ,
5:8になっている長方形を,斉金長方形
といい,テレフォンカードや名刺,新書判
サイズの書井などの形に使われているD
資金長方形から正方形を切り取った残り
の長方形は,もとの長方形と相似になって
いるb正方形の1辺の長さを半径とする弧
(4分円)をつなげてできる妹娘の形を,
斉金城娘というD
慧
上の図は,ユークリッドの互除法を表現
しており,黄金敷 Tが分母が1の正則連分
数に展開できることも分かるB
T = [1;1,1,1,･･･]
資金数での逆数 pをリュカ鞍といい,
1:て-P:1
であることから,東金比をp:1と考えで
もよい｡
なお,A列やB列の規格の紙の縦と横の
比は,1:√2になっている｡2つ折りに
しても,4つ折りにしても,もとの長方形
と相似になっている｡
√2= [1;2,2,2,･･･]
からも,類似の性質が見られる｡
※共金敷とリュカ数を区別して扱った｡
3.フイボナッチ赦
黄金数での性質を調べてみると,次のよ
うに,フイボナッチ数列の数と密接な関連
があることが分かる｡
て0= 1 - 1
で1-で - T
で2=て +1 - で+1
T3=て2+て -2で+1
T4=T3+て2=3て+2
TS=T4+てユニ5て+3
TG=TS+て4-8で+5
ブイボナッチ赦列は,
1,1,2,3,5,8,13,･･･
で,一般項は,次のようになるo
1 n ∩
I (n)= フ 手 (て - (-P) )
さらに,次のことも分かる｡
f (∩+1)
n一0 f (n)
ブイボナッチ数列に関連する問題には,
兎の繋殖に関する間鬼,鰐段のぼりの方法
に関する問題など,興味深い問題が多くあ
る｡また,パスカルの三角形の斜めの数の
和が,フイボナッチ数列の数になっている
ことなど関連する話題も多くあるB
フイボナッチ数列の数は,自然界にも見
られる｡たとえば,マツカサのリン片や,
ヒマワリの種子の配列は,フイボナッチ数
列になっている｡植物の兼のつき方も,フ
イボナッチ数列の数になっている｡
なお,下の数列をリュカ救列といい,ブ
イボナッチ数列と密接な関連があり,一部
のマツカサのリン片の配列になっている｡
2,1,3,4,7,ll,18, ･･･
※以下,高等学校で数列として扱われる｡
- 56 -
4.正多角形の作図
定親とコンパスだけを使って,正五角形
の作図ができるD以前は,技術 ･家庭科の
興国で,正五角形の作図を教えていたこと
もあるが,謙虚学習で扱うことが可能な題
朝で ある｡
ガウスは,正17角形の作図を発見した｡
正n角形が,定規とコンパスだけで,作図
可能となる条件は,次のようになるO
(1)2のベキである｡
(2)フェルマー素数である｡
(3)これらの2種類の数の横であるD
∩
フェルマー勅とは,k=2 として,
k
F n=2 +1
の形の教のことで,これが素数であるもの
を,フェルマー素軟という｡
F D=2'+1=3
F 1-27+1=5
F 2=24+1=17
F 3-2■+1=257
F 4-21B+1=6557
これらの数が素数であったので,フェル
マーは, F nがいつも素数であるだろう
と予想していたQしかし,オイラーは,吹
の数が合成数であることを発見した｡
F s- 2日+1-429JI967297
= 641× 6700417
F s からあとの数は合成数ばかりで,
フェルマー素数は,まだ発見されていない
ようである｡
正 257角形や正6557角形も,定規とコン
パスだけで作図できる｡
これらは,授業の中での ｢数学のお話｣
として,トピック的に扱うことができると
考えられる｡
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円に内接する正五角形を作図するには,
中心角が720になるように円周を5等分し
ていくようにすればよい｡
複素数を使って,1の5乗積Uをガウス
平面に表現することができる｡
u - cos(728)+i sJn (720)
u2- cos(144D)+i sin(144p)
u'- cos(2160)+i s川 (2160)
U.- cos(2880)+i sin(2880)
_ I_:: -:
(1,u ,u2,uf,u一)は,元Uで
生成される位数5の巡回群Cs である.
CSは,5を法とする草敷群Zの剰余群
ZS= (0,1,2,3,4)
と,同型な群になっているC
正五角形を自分自身に移すような,中心
のまわりのすべての回転,および線対称の
つくる群Ds を,5次の二面体群という｡
Ds は,回転uと操対称Uで生成される
位赦10の群であり,Cs は,Ds における
指数2の正規部分群になっている｡
Cz - (1, q)
も,Ds の部分群であり,Dsは,Cs と
Czの半直積になっている｡
なお,黄金数 でとその逆数 pは,次のよ
うになっている｡
で- 2 cos(36o)
p - 2 cos(720)
※剰余の考えは,中学校で以前扱われたD
5.円形ビリヤー ド
玉突き (ビリヤード)の問児とは,国の
C B ような長方形の台で,
頂点0から45Qの角度
で玉を打ち出し,壁に
458の角度であたって
O A 同じ角度ではね返り,
頂点A,ち,Cのところにある穴に落ち込
んで止まるまで同じようにはね返 り続ける
とき,下のような玉の通った軌跡の規則性
を発見させる問題である｡
規則1 頂点Oに戻ってこない｡
規則2 同じ道を決して通らない｡
規則3 玉は必ず落ちて止まる｡
縦と横の数をm,nとするとき,軌跡の
図形を [m ln]と表すことにする｡
mとnの最大公約数をgとする｡
G.C.M.(m,n)-g
このとき,m-sg,∩-tgで,
G.C.M.(S,t)-i
規則4 [m ln]- [slt]
以下,mとnが互いに素な時を考える｡
G.C.M.(m,n)-1
規則5 [m -n]が線対称になるのは
mとnのどちらかが偶数のときで,対柿の
軸は偶数の方になる｡
規則6 [m ln]が点対称になるのは
mとnの両方ともが奇数のときで,対杯の
中心は長方形の対角線の交点である.
規則7 lm ln]で.玉が落ち込む穴
の串所は,次のようになるo
① mが奇数,nが偶数のとき A
② mが奇数,nも奇数のとき B
③ mが偶数,nが奇数のとき C
規則8 壁と (m+n)回接触するB
規則9 (m+n-2)回はね返る｡
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下図のような正方形の台で.下の矢印の
方向に玉を打ち出す問題を考えてみる｡
≡ _∠ -
打ち出す角度を矢印の傾きと考えると,
傾きが有期数の時には,駅にあたった玉が
同じ角度ではね返り,頂点A,ち,Cのと
ころにある穴に必ず落ち込んで止まる｡
これは,次の図のように考えればよい｡
(0,1)
≡ _-:
傾きが無碍数の
時には,どの穴に
も落ち込むことな
く,はね返り続け
(0,0) (1,0) ることになる｡
玉突きの台の形が長方形の場合の問題と
正方形の場合の問題とは,視点が変わって
いるが本質的に同じ問題である｡さらに,
台の形を,円形に変えればどうなるのかと
発展的に考えさせたい｡
円に内接する正多角形の対角嬢が軌跡に
なる埼合は,星形正多角形になっている｡
32a o
円形の台で
はね返る時に
は,円の接線
にあたって,
同じ角度で玉
がはね返るも
4 のとする｡
円周上のn等分点をm番目ごとに結んで
できた図形を,正 ∩/m角形という｡
例えば,上の図形は,正5/2角形であ
る｡
※以下は,修士論文に論述した.
6.非平面的グラフ
円周上の4等分点を平面上の直線で結ん
1 だ固形では,対角線
2◇ 0
臣 l
が交差するところが
できる｡この交差点
をなくすには,どち
3 らかの対角線を円周
の外に出すように動かすしかない.
点と点のつながり方を同じにしたまま,
次のように図形を変形させれば,交差点の
2_ ない図形ができるd
このように平面に
埋め込むことができ
るグラフを,平面的
3 V グラフというD
相異なる2つの点がすべて隣接している
単純グラフを,完全グラフという｡上図の
グラフは,完全グラフK 4 である｡
K 4 は,各点の次数が3に等しくなっ
ているので,3-正則グラフであるoさら
に,3-連結であり,正四面体のグラフに
もなっている｡
一般に,連結平面グラフの頂点赦 V,辺
数e,面赦fについて,次のオイラーの公
式が成り立つ｡
V-e+f-2
V-e+fを,位相幾何学においては,
オイラ-棟数という｡
正多面体が,正四面体,正六面体,正八
面体,正十二面体,正二十面体の5種類し
かないことは,オイラーの公式から導くこ
とができる｡
なお,ケ一二ヒスベルグの7つの摘渡り
の問題は,一筆書きの問題としても知られ
ているが,オイラーは,陸地を点,瑞を腺
として,-筆書きできないことを示した.
1
下図のグラフは,完全グラフK sであ
るが,平面に埋め込めない｡このようなグ
ラフを,非平面的グラフという｡
･譲 4
これは円周上の5等分点を直線で結んだ
図形であるが,次のような6等分点を直線
で頼んだ図形を考えてみる｡
B 深 さ o
点と点のつながり方を同じにしたまま,
図形を変形させると,下回のようになる｡
0 1 2
∋‡∈舞∈
A B C
これは,完全二部グラフK(3,3)であるo
つまり, (0,1,2)と (A,B,C)
に分割され,同じ集合の点とは決して附接
せずに,異なった集合のすべての点と附按
している.
K SとK(3,3)が非平面的グラフであ
ることも,オイラーの公式から尊くことが
できる｡
非平面的グラフは,K SかK(3,3)の
細分を部分グラフにもつ｡
※オイラーの公式は,中学校 1年で扱うd
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7. トー ラス結び目
トー ラスとは,ドーナツの表面の形をし
た曲面で,位相競何学では,正方形の向か
い合った辺の横の辺同士と,縦の辺同士を
貼り合わせて構成する｡
つまり,正方形 [0,1] 之において,
(x,0)≡ (x,1)
(0,y)≡ (1,y)
という同値関係で,辺の上の点を同一視し
てできる等化空間 T Zである｡
(0,1) (1,1)
≡ .‥重き~
(0,0) (1,0)
この車間は,直稚空間 S lxs lと
同相になっている｡Mを蛙綿といい,Lを
純綿という｡
下図のような長方形の対角線の傾きは,
3/2であるが, トー ラス上の閉曲線を表
しているとも考えられるB
(0,1) (1,1)
琴3(0,0)田(1,0)
この閉曲線は,M方向に3回,L方向に
2回まわっており, (3,2)型の トー ラ
ス結び目T (3,2)という.
また,次の結び目を,T (3,2)の
正則表示という｡
:_:_⊥-~
T (3,2)を,三井結び目という｡
_ミ
なお,T (3,2)は,T (2,3)
と同型になっている｡
T (5,2)は,次のような結び目で
ある｡この図形は,正5/2角形を柵成す
一- -- --
る際にできる交点のところで,上の線と下
の線を交互に交差させてできた図形である
と考えられる｡
また,T (4,2)は,結び目にはな
らないで,次のような絡み目になる｡この
こ
ことは,次の正則表示からも分かる｡
二∴-r
一般に,T (∩,2)は, nが奇数の
時は結び目であり, nが偶数の時は絡み目
である｡
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8.おわUに
課題学習は,新 しい中学校学習指導要領
の目玉の一つとして,思考の過程 を重視す
るとともに数学の有用性についての理虜 を
一層深めるための ｢各領域の内容を総合 し
た り,日常の事象に関連付けたりした適切
な課鹿を設けて行う学習｣とされた.
また,生徒の主体的な学習を促 し,数学
的な見方や考え方の育成 を図り,数学を学
ぶことの楽 しさや成就感を体得させること
がねらいとなっている｡
さらに,生徒自らが課題 を兄いだし,価
々の生徒がそれぞれの到達 日額に向けて多
様なアプローチを可能にするものであ り,
個々の生徒の実億にあった学習の場面が設
定され,様々な学習活動が展開されるもの
でなくてはならないとされた｡
筆者は,中学校の生徒一人ひとりに,教
学の無題研究 (自由研究)をさせる試みを
16年前から実施 してきた｡まさに, ｢課題
学習｣そのものの実践であった｡
岡山大学大学院では, r無題となりうる
題材｣を,各社の教科書を中心として調査
し,データベースを作成 したoその際,図
形の領域には, ｢課題 となりうる題材｣が
多 くあったが,典型的な課題ともいうべき
｢星形正多角形｣を研究の中心 とした｡
｢星形正多角形｣の周辺にあって ｢課題
となりうる題材｣を研究 した結果,数学的
に興味深い題材が多 くあ り,それらが生徒
にとっては未知の ｢数学の原石｣になって
いることが分かった｡
これらの題材をもとにして,課題学習を
実施すれば,数学の課題としてその良さや
美 しきを学びとり,教学に対する望ましい
感度の育成が,q持される｡
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だが,そのような謙虚学習の実践研究は
あまりなされなかったように思われる｡
筆者の辞学のため,学会等への発表は控
えていたが,このたび, ｢岡山大学界赦 ･
数学教育学会誌Jの創刊をお祝いして投稿
することにした｡
最後に,大学院時代に, ｢学問としての
数学｣を厳 しく,あたたかく御指導いただ
いた先生方に心から御礼を申し上げたい｡
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